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Pondérations économiques des indices de sélection
dans le cas des populations de race mixte (?)
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Résumé

Dans le cas de populations ol les descendants d’un méme reproducteur ne sont pas tous
destinés au méme type de production (filles traites et descendants abattus d’un tavrcau de
race mixte, par exemple), ce reproductcur doit étre améliorateur pour chacun des objectifs.
Le critére pour calculer les pondérations économiques proposé par SOLLER et coll. (1966) et
Mc CLiNTOCK et CUNNINGHAM (1974) est repris ici : 'indice de sélection optimum est celui qui
maximise les recettes actualisées dues a la sélection, cc qui revient & donner d’autant plus de
poids & un caractére qu’il sera exprimé plus tét et par un plus grand nombre de descendants
du reproducteur.

Un algorithme, basé sur le modeéle de HirL (1974) ct ELSEN et MocQuoT (1974) cst proposé
pour estimer ces pondérations. L’influcnce de divers facteurs sur ces pondérations est étudiée :
durée d’actualisation, structure de diffusion du progres génétique, mortalités entre classes d’age...
On montre que l'expression algébrique des pondérations se simplific considérablement quand
les recettes sont calculées sur une durée infinie.

Introduction

La théorie classique des indices de sélection consiste a classer les candidats

sur une combinaison linéaire de leurs valeurs génétiques estimées (I = Y aiGi),
les coefficients de pondération a; étant généralement définis comme l'accroisse-
ment marginal de la valeur H de 'animal pour un accroissement d’une unité de la
variable G; (HAZEL, 1943). Ceci suppose que la valeur H de I’animal soit unique
ce qui implique que tous les descendants du reproducteur seront utilisés pour le
méme type de production.

Dans le cas des populations de vaches traites de race mixte, les reproducteurs

(1) Cet article a fait I'objet d'une communication lors du séminaire sur « IL’estimation de la valeur
génétique des reproducteurs » organisé & Toulouse les 6 et 7 octobre 1976 par le Département de Génétique
Animale de I'I. N.R.A. (France).



74 J. M. ELSEN

doivent transmettre d’'une part une bonne aptitude laitiére (H1) a leurs filles,
d’autre part un bon potentiel de croissance (Hz2) a leurs descendants abattus (veaux
maéles et génisses non retenues pour le renouvellement). SOLLER et coll. (1966)
et McCLINTOCK et CUNNINGHAM (1974) proposent alors de choisir les reproducteurs
sur 'indice I qui maximise les recettes dues a la sélection. Ils estiment ces der-
niéres proportionnelles & N1.AH1 + N2.AHz ol N1 et N2 sont les nombres
d’expressions par insémination des supériorités AHI et AHz des reproducteurs
pour le lait et la viande. SOLLER et coll. (1g66) évaluent ces nombres d’expressions
a partir de I’ensemble des réponses directes et corrélées par insémination et tien-
nent compte, par le biais d'un coefficient d’actualisation, de l'intervalle de temps
séparant chacune de ces réponses de la mise en place de I'insémination. McCLIN-
TOCK et CUNNINGHAM (1974) négligent les réponses corrélées mais introduisent dans
la pondération le phénoméne de transmission du progrés génétique d’'une géné-
ration a la suivante.

Cette solution, qui revient a définir la valeur d’un animal par la fonction
H = N1.H1 + N2.Hz, peut étre généralisée a toute population ou plusieurs
objectifs de production sont poursuivis (lait, viande, production de laine par
exemple) : on définira dans ce cas autant de valeurs génétiques Hp(g,, gs, ... g4p),
fonction de composantes génétiques élémentaires, que d’objectifs de production
et la valeur globale d’'un animal sera H = 3, Np.Hp.

P

Nous voulons montrer ici comment le modéle de prévision développé par
HiiL (1974) et ELSEN et MocQuOT (1974) peut étre utilisé pour rendre compte
du phénomeéne de transmission du progrés génétique et, par la, pour déterminer
de fagon relativement simple les coefficients de pondération de l'indice.

I. — Méthode

Pour das raisons de cohérence avec le modele de HirL (1974) et ELSEN et
MocQuoT (1974) nous redéfinirons ici les nombres Np comme les nombres totaux
d’expressions des supériorités des reproducteurs retenus une année donnle. Les
nombres d’expressions par insémination sont alors simplement Np /RD ol Restle
nombre de candidats a la sélection retenus pour la reproduction cette année et D
le nombre de descendants par reproducteur.

Dans ces conditions, les nombres Np peuvent étre estimés par la démarche
que nous allons décrire.

a) La population est subdivisée en plusieurs cohortes homogeénes vis-a-vis
de la sélection : une cohorte est en particulier caractérisée par I’age et le sexe des
animaux la composant, ainsi que par le type de production auquel ils sont destinés
(vaches en lactation, animaux en age d’'étre abattus par exemple).

Les nombres Np sont alors donnads par :

T C
Np =3 X Epit. Fpit. (1)
t=o0 i=1
ol ¢ est I'indice de cohorte.
Epit le nombre d’animaux de la cohorte ¢ qui réalisent, & la date £, le pieme
type dz production.
Fpit la part dz la supériorité des reproducteurs sélectionnés que I'on retrouve
chez les animaux de la cohorte 7 a la date ¢.
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Epus Fprt
Epat Fpat
En notant Ept = et Fpt = , Np devient :
E;br:t Fy.ﬁct
T
Np=73, vEpt. Fpt (2)
t=o0

trEgt étant le transposé de Ept.

. . . , .. I
On peut introduire un coefficient d’actualisation (1 T 7), et :

Ny =3 |

t=o0

) EpEp )

I+7

b) Le vecteur Fpt peut étre estimé par recurrence puisque :
Fpt = D . Fpt-1 (4)

avec D une matrice de transition dont chaque élément d;; représente la part
moyenne du génotype des animaux appartenant a la cohorte ¢ en ¢ qui est iden-
tique au génotype des individus appartenant a la cohorte j en ¢-I.

En effet, si. Fpt-1 est donné, la part Fpit de la supériorité des reproducteurs
sélectionnés 'année o que l'on retrouve chez les animaux de la cohorte 7 en ¢
s'écrit :

Fpit = z:f di; Fpit-1 (5)

On a alors Fpt = DtFpo (6)
et Fpo, vecteur initial des Fpio est un vecteur dont tous les éléments sont nuls,
sauf le terme correspondant a la cohorte des candidats a la sélection, qui est égal
a I

Sion suppose que les effectifs Epif ne varient pas dans le temps, ce qui implique
que la population soit en équilibre démographique, (3) devient :

T 1 t
— tr y'

Np = vip 3 () DFpo )

ou, en notant ® = !

147
Np = Ep(I — OD)T+1 (I — ©D)-1 Fpo (8)
et pour T infini

Np = "Ep(I — OD)~! Fpo (9)

II. — Application

A titre d’illustration, nous allons montrer comment aborder, avec cette
méthode, le probléme étudié par McCLINTOCK et CUNNINGHAM (1974). Ces auteurs
ont traité le cas d’une population de V vaches de race mixte dont une fraction K
est croisée avec des males de race a4 viande. Les taureaux de la race mixte sont



76 J. M. ELSEN

"""" V/L ¢ en 4¢ lactation (Cy) (1)
------- V/L ¢ en 3¢ lactation (Cg) (1) -----rremmmeemmr
!

-------- V/L ¢ en 2¢ lactation (Cg) (1) ~rmomommooes

-V /L 2 en r1re lactation (C;) (1)~

V /L génisses de renouvellement (C,)

{
V(r — K) descendants

purs (Cy)
VI descendants croisés (Cy)

|
| ) V (1 — K)S survivants
4 i
VK (1 —S) morts  VKS abattus (C;) (2) ViIi—K)ys—V/L V(i—K) (r—S)
abattus (C;) (2) morts

Fi16. 1. — Effectifs des difféventes cohovtes C d’animauy.
Number of animals in the different groups Ci.

(1) cohortes d’animaux exprimant le potentiel laitier.

(2) cohcrtes d’animaux exprimant le potentiel en viande.
V : nombre total de femelles traites.

L : nombre de lactations par femelle.

S : taux de survie.

K : taux de croisement.

Gy C, G G Cs Cs ¢ Ce G Gy
o o o o o o o o o o C,
o o o o o 1/2L 1/2LL 1/2L 1/2L. o C,
o I o o o o o o o o C,
I/2 o o o [¢] 1/2L 1/2L 1/2L. 1/2L. o C,
o o o 1 o o o o o o C;
D = o o o 1 o o o o o o Ce
o o o o o 1 o [ o o C,
o [ o o [ o I o o o Cq
o o o o [) o o I o o C,
[} o o o o o o o I o Cio
F1G. 2. — Matrice de transition D dans le cas ou les vaches font quatre lactations.

Transition matvix when cows have four lactations (L = 4).

Chaque élément dy; de la matrice représente la part du génotype des individus de la cohorte
Ci qui est identique & celui des individus de la cohorte C;.

C, reproducteurs méiles de race mixte.

C, descendants croisés de o a 1 an.

°s descendants croisés de 1 a 2 ans.

descendants purs de o & I an.

descendants purs abattus (1 a 2 ans).

femelles pures retenues pour le renouvellement (1 a 2 ans).

femelles traites de 2-3-ans.

femelles traites de 3-4 ans.

femelles traites de 4-5 ans.

femelles traites de 5-6 ans.
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sélectionnés & la fois sur leurs potentiels en lait et en viande exprimés respective-
ment par leurs descendantes traites au cours de L lactations et leurs descendants
abattus, purs ou croisés (fig. 1). McCLINTOCK et CUNNINGHAM (1974) ont négligé
dans l'estimation des nombres d’expressions Np (ici N1 et N2), la transmission de
la supériorité des reproducteurs par les voies péres-fils et méres-fils. Dans ces condi-
tions, si on suppose que ces males ne sont utilisés pour la reproduction qu’une
année, la matrice D prend la forme simple décrite figure 2 dans le cas o L =4
et les vecteurs Fro et Fzo sont les vecteurs d’éléments Fp1o = 1 et Fpio = o si
7 % 1. En fait, les auteurs raisonnaient en gain par insémination de race pure, ce
qui revient & diviser F1o et Fzo par V(r — K).
Enfin, les efiectifs #"E1 et ¢E2 sont, d’aprés la figure 1 :

trEx = (0, 0, 0, 0, 0, o, V/L, V/L, V/L, V/L)
trEz = (0, 0, VKS, o, V(1 — K)S-V/L, o, o, 0, 0, 0).

Il est alors possible de calculer les nombres d’expressions N1 et N2, et on
retrouve les résultats obtenus par MCCLINTOCK et CUNNINGHAM (1974) (tableau 1).

TABLEAU I
Evolution des mombres d'expressions annuels et cumulés avec le temps
Evolution with time of the numbers of expressions per year and cuwmulated

Année Np¢ N, ' Nt N,
T (8] o) o
2 (o] [e] o)
I
3 ) ) o o (S“L—(I——K)) /2 0,225
4 p X I(TI\) 0,085 o 0,225
2| % I 6 SL —1 1 o
5 2\1(1~1\) O3 T TR C 4L 1249
6 41! 1 o 1 R SLL—1 » I 0270
LT 2) L —K) O K T 4L 27
1 I 1 0 222 SL—1 y ( o ) o0 201
7Tt TR 322 T TR C\SLe T 4L 29
SRR PP A
8 (8 ) L =K o345 |\t r—w “ i T 0313
3 I T o SL—1 y ( 1 4 i) 0 220
O s ") =K ST =R \Tole T sLe '3
I 30 1 SL —1 ( 3 T )
_— _— —— 0,328
1o (IoLs i T 4L) oo 27 to=r *\om "L 32

N,¢ N, : nombres d’expressions du génotype lait et viande l'année 7.
N,;, N, : coefficients de pondération du lait et de la viande (N, = £6‘N;; et N, = S0tN,¢).
¢ t

1 . L
6 = - T est le coefficient d’actualisation.
1 v

L : nombre de lactations par femelle (L = 4).
K : taux de croisement (K =o).

S : taux de survie (S = 0,85).

v : taux d’actualisation (¥ = 0,10).
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III. — Intérét de la méthode

La méthode qui vient d’étre proposée, présente deux avantages par rapport
4 la démarche adoptée par McCLINTOCK et CUNNINGHAM (1974) : possibilités de
tenir compte d’un plus grand nombre de facteurs et simplicité des calculs.

a) Prise en compte de facteurs nouveaux

«) On peut en premier lieu intégrer dans le modéle, sans difficultés supplé-
mentaires, les voies de transmission péres-fils et meéres-fils négligées par McCLIN-

TOCK et CUNNINGHAM (IQ74).
Dans ce cas, la matrice de transition D peut étre décomposée en quatre sous

matrices.
Péres Meres
D27 Fils

D4j Filles

Chacune de ces sous matrices correspondant a une des voies. Il n’y a alors
aucune raison pour que les nombres d’expressions Ni calculés dans ce cas soient
les mémes que ceux qui avaient été obtenus précédemment (fig. 3), le fait de négli-

EI/EQ
— —— en tenant compte des 4 voies de
transmission .
—____ des voies peres filles et meres filles
uniquement .
2]
[ N
<z N
~
. \\\ ——————— —
Al T T T
5 0 15 < T

3
annee

F16G. 3. — Rapport des pondévations lait [viande en fonction de la duvée d’actualisation
(L =4, k=0, S =083 r=o0,10).

Ratio of milk [meat weightings in function of the length of the accounting peviod.
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ger les voies péres-fils et méres-fils revenant a utiliser comme matrice de transi-
tion D’ telle que

(6] (0]

D =

D3 D4

On peut cependant montrer, dans un cas assez général, que le rapport des
pondérations N1 /N2, calculé a l'infini, est le méme dans les deux cas (Annexe I1).

B) On peut également tenir compte des taux d’élimination (mortalité et
réforme) qui interviennent inévitablement d’une classe d’age a la suivante : il
suffit pour cela de remplacer les éléments 1 /2 L des lignes de la matrice D corres-
pondant aux animaux agés de 0 & I an par p7 /2 ol p7 est la probabilité qu'un de
ces animaux soit fils d’'une mére d’age 7.

v) Enfin, cette méthode permet de traiter le cas de populations de structure
plus complexe. A titre d’exemple, nous avons comparé deux situations de diffu-
sion du progres génétique chez le porc. Il s’agit ici d'une sélection sur la prolifi-
cité de la mére (H1) et la valeur individuelle en croissance et adiposité de la car-
casse (Hz). La sélection est pratiquée dans un noyau (N) et le progrés génétique
ainsi obtenu est transmis a un étage de production (P.). Cette transmission se fait
par I'utilisation, comme reproducteurs de I'étage P, de maéles (schéma 1), ou de

Schéma 1 N r
o 1z o 1[4 1]y o o o ) o o
N I o o o o 0 ) o o o o
o 1f2 o 1[4 1/4 o o o o o o |N
13 o 0 1 o o o o o o o o
o o o 1 o o o o 0 o o
I o o o o 0 o 0 o o o
P o o o o o o o o o o o
o o o o o I/4 T[4 o 1/6 1/6 1/6 S
o o o o o o o 1 o o o |F
o 0 o o o o o ) 1 o o
o o o o o o o o o 1 o
Schéma 2. N P
— o 1f2 o 1/4 1)y | o o o o o)
N I o o ) o i o o o o o
o 1/2 o 114 1/4 | o© o o o o N
o o 1 o o o 0 o 0 o
? 3
i o o o 1 o o o o o o
1 o o o o o o o o o
P o o o o o I ) o o o
o o 1 o 0 o o o o o
o o o o o o o I o o | P
o o o o o o o o I o
o o o o o I/4 1/4 16 1/6 1/6
}
F1G. 4. — Matrices de transition corvespondant aux deux schémas de sélection comparés.

Transition malrix for the two compared selection schemes.
N : noyau de sélection; P : étage de production.



8o J. M. ELSEN

males et de femelles (schéma 2) fils des reproducteurs sélectionnés (fig. 4). On a
supposé que les candidats sont sélectionnés 4 6 mois et que, dans le noyau, les
males font une période (6 mois) de saillie (2 dans I'étage de production) et les
femelles deux mises bas (3 dans P.). Les matrices de transition correspondant aux
deux schémas sont données figure 4.

On peut alors estimer les rapports (N1/N2) ¢ et (N1/N2) 9 des nombres
d’expressions des supériorités AHI et AH2 des méles et des femelles sélectionnés
dans les noyaux. L’essentiel des animaux appartenant a 1'étage de production,
on a négligé, dans I'estimation de ces rapports, la part due au noyau de sélection.

On constate alors (fig. 5) que ces rapports varient considérablement avec le
schéma et la durée d’actualisation, et dans une moindre mesure, le sexe des can-
didats a la sélection. On notera en particulier que l'utilisation de femelles nées
dans le noyau comme reproductrices de 1’étage de production permet une mise
en valeur beaucoup plus rapide de 'effort de sélection sur la prolificité et favorise
donc ce caractére par rapport a la croissance.

3.
NI/N2
(NI/N2)o~
——— (NI/N2) }
24
schéma 2

schéma |

15 o T
{semestre)

10

F1G. 5. — Rapports (N1 |N2) des nombres d’expressions de la supéviovité génétique des veproducteurs
pour la prolificité (AH1) et pour la valeur en cvoissance et adiposité de la carcasse (AH2).

(Ratios (N1 /N2) of the numbers of expressions of the genetic superiority of breeding animals
for prolificacy (AH1) and for growth and carcass fatness (AHz).)

b) Stmplicité des calculs

Elle est liée & I'emploi de la notation matricielle et est d’autant plus évidente
que le nombre de cohortes et la durée d’actualisation sont plus grands. Pour une
durée infinie, on est d’ailleurs ramené a une seule inversion de matrice (relation g).

On peut méme montrer (Annexe 2) que, dans certains cas, le rapport N1 /N2
s’écrit simplement, pour une durée infinie :

C
S Ey0r )
=1
NI = o7
Z Ey@e ()

=1

ol a(z) est I'age des animaux de la cohorte s.
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Ce rapport &st celui des nombres « actualisés » d’animaux exprimant les deux
caractéres dans la population A un instant donné.

L’estimation des nombres Np pour T infini semble d’ailleurs une bonne appro-
ximation de leur valeur pour une durée finie, au moins si le taux et la durée d’ac-
tualisation ne sont pas trop faibles (CUNNINGHAM et JoaN RyAN, 1975).

Discussion — Conclusion

Le calcul des nombres d’expressions N¢ tel qu’il a été proposé ici a pour but
d’estimer les recettes dues a la sélection dont la maximisation est proposée par
SOLLER et coll. (1966) et McCLINTOCK et CUNNINGHAM (1974) comme le critére de
choix de l'indice de sélection des taureaux de race mixte. Deux remarques nous
semblent cependant fondamentales. D'une part les recettes ne sont pas toujours
simplement linéaires en Hp : elles seront quadratiques si un des groupes de carac-
téres est la productivité numérique — ce que nous avons d’ailleurs négligé plus
haut —, elles prendront une forme algébrique plus complexe si la sélection se fait
en deux étapes... D’autre part, on retrouve ici les problémes classiques posés par le
choix des pondérations des indices. Ainsi, le critére sousjacent (maximisation des
recettes dues a la sélection) ne prend pas en compte le probléme de la répartition
des fruits de I'effort de sélection entre les agents économiques concernés par celle-ci
(sélectionneurs — producteurs — consommateurs) ce qui revient 4 supposer une
répartition équitable entre eux. De méme les prix de certains des produits dont
on veut améliorer I'efficacité de la production peuvent étre artificiels et la maxi-
misation des recettes ne conduira pas nécessairement a la situation optimale vis-a-
vis de l'équilibre entre quantités de produits offerts.

Enfin, de méme que les poids économiques calculés classiquement, les valeurs
ainsi obtenues seront toujours approximatives. En particulier, '’hypothése d’in-
dépendance entre la valeur économique d’une unité d'un caractére et la valeur
moyenne de celui-ci n'est plus justifiée dans ce cas puisque les recettes sont esti-
mées sur plusieurs années aprés le choix des reproducteurs. De méme, il est évi-
dent que du fait des aléas tant génétiques que démographiques et économiques,
la prévision est trés incertaine pour les années les plus éloignées. Quoiqu’il en soit,
la méthode proposée est certainement plus précise qu'une estimation intuitive
des pondérations et a le mérite de leur donner une forme mathématique simple.
Elle peut étre un des éléments du choix des reproducteurs.

Regu pour publication en février 1977.
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Summary

Economic weighting of selection indexes for mixed breed populations

In populations where the progeny of each animal are not assigned to the same type of pro-
duction (e.g. milked daughters and slaughtered progeny for the sire of a dual purpose bieed),
animals selected for breeding must improve all types of production. The criterion suggested by
SOLLER and al. (1966} and Mc CrLiNTOoCcK and CUNNINGHAM (1974) has been used in this study:
the optimum selection index is the index maximizing the discounted economic return from



82 J. M. ELSEN

selection, i.e. the sooner a trait is expressed and by a larger number of progeny, the more weight
it receives.

An algorithm, based on the model proposed by HiLL (1974) and ELsEN and MocQuoTt (1974)
is used to estimate these weightings. The influence of several factors on these weightings is
investigated: length of the accounting period, breeding structure, mortalities for each age class...
It is shown that the algebraic fcrmula that gives the weightings is much simpler when returns
are computed for an infinite length of time.
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Annexe I

Nous allons montrer ici que, dans un cas assez général, il est équivalent de
tenir compte ou non des voies péres-fils et méres-fils dans I'estimation du rapport
des nombre d’expression N1 /N2 calculé pour une durée d’actualisation infinie.

Ce cas est celui ot la matrice D est de la forme

dn diz ....din ding1 ...;dl,,+m-|

D1 D2z

I

dn+1,1 dn+1,2 dn-}-l,n dn+1,n+1 dn+l,n+mJ D3 D4

Les lignes 1 a n et # 4+~ T a n + m correspondant respectivement aux voies
péres-descendants et meéres-descendants; les colonnes 1 a n et n +1 a n 4+ m,
respectivement aux voies parents-fils et parents-filles.

D est telle que :

n n4m n n-4-m
S dy= Y dij= Y dn1,j= 3 dns1,j=1]/2
j=1 j=n+r j=1 j=n+1

dig1=1 si 141 e n-+1
di; = 0 sinon

Comme nous l'avons dit plus haut, négliger les voies parents-fils revient a
utiliser comme matrice de transition la matrice :

0 )
D =
D3 D4
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Pour une durée d’actualisation infinie, les nombres d’expressions s’écrivent
selon que l'on tient compte ou non des voies parents-fils.

Np = t"Ep(I — OD)*Fpo

Np = "Ep(I — 0D")"Fpo

olt Ep est un vecteur dont les » premiers éléments sont nuls.
Ep = (o, E’p), E’p étant de dimension m.

Fpo est un vecteur dont le leme élément, correspondant a la cohorte de sanimaux
sélectionnés, est égal a 1, tous les autres étant nuls :

Fpo = (F’po, o), F'po étant de dimension #, F'po = (0,0 ... 1 ... o).

On peut inverser les matrices I — ©®D et I — ©D’ par blocs.
I | 0
J— N1 — ]
0 — 0011 =y s TR
It — DI — ©D2(14 — ©D4)20D3+ = St |
(14 — ©D4)"1®D3.S1 = S3
| (It — ®D1)-10D2 S4 = Sz
i14 — ©D4 — 0D3(I1 — ©D1)-10D21 = S4

(I — eD) =

ol I1 et I4 sont les matrices unités de mémes dimensions que D1 et D4.
On est donc ramené a comparer

N1'  #E’1(14 — ©D4)"10D3F 10
N2’ = E’2(14 — ©D4)-1©D3F"20
t

ZCD

1 E’1(14 — 6D4)10D3 S1 F'10
N2 t'E’2(14 — 0D4)*0D3 St F'20

|

Z

en notant que, dans ce cas, F'1ro = F’20

Si on appelle ¢;; les éléments de (14 — OD4)~1, 0if ceux de D3 et s;; de Sy, la
matrice (I4 — ©®Dg4)~'D3 est alors de la forme :

€17 - Op €13 - @13 . €y . Oqn
Cyp -+ Op1 Cay + Ol «vv. Cop . Oin
Cmy .« O11 Cmy - C1a Cmy - 81,,J

et la matrice (14 — ©D4)"1D3 Sr1 :

€11 2 Ok Sy Ciu % Ork Sk -vov Cuy 2 ik Ska
Ca1 2 01k Sk Cor 20 Ok Skg - -+ Cax 25 Oyk Sk

lez Oyv Sy cﬂllz Ok St Cmy X Oyk SknJ
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On trouve alors que :

Nﬁ:(ZE’pi.Ci]_) (kz alk.Skl.e)
i=1 =1
et

Np= (2 Emn .Cil) <O

=1

Donc N1 /N2 = N’1 /N2 et seuls les éléments de (14 — ©D4)~! interviennent
dans le rapport des nombres d’expressions.

Annexe 11

Toujours dans le cas de la matrice D envisagée dans ’annexe I, on peut mon-
trer que ce rapport NI /N2 est indépendant des éléments de cette matrice.
La matrice (14 — ©D4) s’écrit :

I— Odnyy,niy — Odnig,nig « oo v — Odnignimeyg — Odniy nim
— 0 I o o]
0 — 0 o o
14 — OD4 =
0 0 — 0 1

On peut l'inverser par blocs :

(I4 — ©D4) — [E IS] ol E est I'élément T — Odusyq,nea

S U
— -1
(I4 — ©Dgy) [T V] avec
S=(E—G.HF)1 et
T — — HF(E — GH-'F)! = H'FS.

11 suffit en effet de connaitre les valeurs de S et T puisque seule la premiére
colonne de (I4 — ©D4)~! intervient dans le rapport N1 /N2.

La matrice H qui s’écrit :

[ 1 00 .... 0 0]
— 0 I0 00
0o —0rI 00
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a pour inverse

I 0 0 00
0] I 0 00
-1 _
H™ = 02 C] I ... 0O o
Om-2 @n-3 @m-4 . @1 et
Deés lors s s’écrit :
S=[1—0dni1,n;— (—Odnyy,nts, -, — Odniy,mem) L— O™ 1]]2
I
S = S
m . \
T — 3 [dniy,nes
=1
On en déduit T :
- © -
A
@2
T = A
@m-1
L A
Les termes cj; de la premiére colonne de (I4 -—®D4)-! sont donc :
i .
O e 1
on = g et le mapport 7 =
2 Ezjeq
=1
et
m
Qi-1 E’xf
N1 . 7'=E, !
Nz »
S SNCYS oY

=1

qui est le rapport des nombres actualisés pour leur Age d’animaux réalisant cha-
cun des types de production a un instant donné.
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